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4. Ubung zu Methoden der Signalverarbeitung

Wavelet-Transformation

1 Wavelet-Transformation

1.1 Definition

Bei der Short-Time-Fourier-Transformation wurde gezeigt, dass diese als Vergleich des untersuchten Signals
x(t) mit einem zeit- und frequenzverschobenen Fenster gedeutet werden kann:

Fy (7, f) = {w(),2(t = 7) - 271"

Aus dieser Interpretation geht hervor, dass die Auflosung des Spektrums durch die Zeitdauer A; und die
Bandbreite A, des Analysefensters ~(t) begrenzt wird. Diese beiden Parameter werden durch die Operatio-
nen Zeitverschiebung und Modulation nicht veréandert und sind daher an jeder Stelle des Spektrums gleich.
Dies ist nicht immer sinnvoll: Angenommen, es wird ein Signal untersucht, das Frequenzen der Gro3enord-
nung 1 Hz und 1kHz enthalt. Das Zeit-Frequenz-Spektrum sollte in der Lage sein, eine Veranderung des
niederfrequenten Anteils um beispielsweise 0,5 Hz aufzuldésen. Verandert sich dagegen der hochfrequente
Anteil um diese Frequenz, ist diese Information weniger relevant. Dafir missen fir hohe Frequenzen zeitli-
che Veranderungen besser aufgeldst werden, da hier viel kiirzere Periodendauern vorliegen.

Genau diese Anpassung der Zeit- und Frequenzauflésung gelingt mithilfe der Wavelet-Transformation, bei der
die Operation Modulation durch die Operation Skalierung ersetzt wird:
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Im Gegensatz zum Analysefenster v(t) bei der STFT ist die mittlere Frequenz des Wavelets 1 (¢) von Null
verschieden.! Im Folgenden bezeichnet t,, die mittlere Zeit, f,, die mittlere Frequenz, A; die Zeitdauer und
A die Bandbreite des Wavelets v(t).

Die Signalenergie des skalierten und zeitverschobenen Wavelets

T

konzentriert sich um folgende Bereiche:

! Als Wavelets eignen sich auch reelle Bandpasssignale. Mit diesen ist jedoch ausschlieRlich eine Analyse reeller Signale moglich.



mittlere Zeit: typap = aty +b

mittlere Frequenz:  fy .5 = f—w
a
Zeitdauer: A7, = a*Af
1
Bandbreite: A% b= ?Afc
Mit der Definition 7 := ., 4, und f = fy 4 wird eine Umrechnung in eine Zeit-Frequenz-Darstellung maoglich.
Es gilt:
fy Jy t—=b f
a=— b=7—=—"7-t ="—(t—7)+t
7 7t - fw( )+ ty
Daraus folgt:
W () = (0| L]0 (Le-n+0) (n
Ty fy

1.2 Zulassigkeitsbedingung und Energieerhaltung

Erfullt das Wavelet (t) die Zulassigkeitsbedingung
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kann das Innenprodukt der Wavelet-Transformierten W;p(a,b) und Wf(a,b) wie folgt definiert werden:
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<W$(a,b),wy(a,b)> - w/ W¥(a,b) - (W;ﬂ(a,b))
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Damit folgt in Analogie zum Satz von Parseval der Energieerhaltungssatz fur die Wavelet-Transformation:
((t),y(1), = (W2 (@)W, (a.b))

Wurden die Signale z(t) und y(t) mit unterschiedlichen Wavelets v (t) und 4)(t) transformiert, lautet die
erweiterte Zulassigkeitsbedingung:
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CW/} —_4 7”‘ df < oo

Ist sie erflllt, dann ist das Innenprodukt der Wavelet-Transformierten durch

T T T . « dadb
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(W (ab), W (a.b)) =

—00 —00

gegeben und der Energieerhaltungssatz lautet:

(W (), Wy (ah)) = ((t), y(®),



1.3 Rekonstruktion des Signals

Ein Signal z(¢) kann aus seiner Wavelet-Transformierten W, (a,b) durch die Rekonstruktionsvorschrift
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zuriickgewonnen werden. Dabei mussen das Analysewavelet ¢ (¢) und das Synthesewavelet &(t) die
Zulassigkeitsbedingung CWZ < oo erfillen.

1.4 Eigenschaften

Tabelle 1 gibt die Eigenschaften Translationsinvarianz und Affininvarianz der Wavelet-Transformation wieder.

Zeitbereich Bildbereich

Translationsinvarianz ~ x4(t) = z(t —t;) W (a,b) = W (a,b — t5)

1
Affininvarianz zs(t) = x <t> WY (ab) = WY <Z’z)

|s| \s

Tabelle 1: Eigenschaften der Wavelet-Transformation

2 Wavelet-Reihen

2.1 Dyadische Wavelet-Reihen

Bei der Berechnung orthogonaler Wavelet-Reihen wird das Analysewavelet dyadisch skaliert und in dyadisch
mit dem Skalierungsfaktor anwachsenden Schritten zeitverschoben:

a = 2" by, = m - 28T
Das skalierte und zeitverschobene Wavelet lautet dann:
Dm(t) = 27%/2y (2*’“@ - m2kT))
9-k/2y, (2—’% — mT)

Die Wavelet-Transformation erhalt somit die Form
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WY (m.k) = dy(m) / (8) 2752 (25 — ) dt
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Die Rekonstruktion kann als Reihenentwicklung dargestellt werden:

Z de )P,k (t)

k=—o0c0om=—00
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k=—o00 m=—00



Fur die Rekonstruktion wird die Biorthonormalitét der Analyse- und Synthese-Wavelets vorausgesetzt:
(Bona(0)s o (8) ) = 8m — ') - 3k — ) @

Im Folgenden wird angenommen, dass die Analyse- und Synthesewavelets gleich sind: ¥ (t) = zﬁ(t). Aus
Gl. (2) folgt, dass die Wavelets dann orthonormal sein missen:

(g (t), Yy i (8)) = 6(m —m/) - 6(k — k) ©)

2.2 Multiraten-Filterbank

Mithilfe einer Multiraten-Filterbank ist eine schnelle Berechnung der Koeffizienten einer dyadischen Wavelet-
Reihe mdglich. Dies gelingt durch die Ausnutzung von Zwischenergebnissen. Des Weiteren bildet die Multi-
Resolution-Analysis die Grundlage fur weiterfiihrende Anwendungen der Wavelet-Transformation, beispiels-
weise bei der Datenkompression oder bei der Filterung zeitvarianter Signale.

2.2.1 Signaldarstellung in Unterr &umen

Die Wavelets gleicher Skalierung £ bilden aufgrund von Gl. (3) eine orthogonale Basis, die einen Funktionen-
raum Wy, aufspannt. Weiterhin folgt aus Gl. (3), dass die Funktionenraume Wy, k € Z zueinander orthogo-
nal sind. Die Energie der Basisvektoren des Funktionenraumes Wj konzentriert sich auf das Frequenzband
[27F . F,27F+1. F]. Die Projektion yy(t) eines Signals x(t) auf diesen Funktionenraum, d. h. die Approxima-
tion des Signals mithilfe der Basisvektoren

yi(t) = Proj {a(t)} Z i, (M) 1 (t) € Wi

m=—0o0

erfasst ausschlieflich die Energieanteile von z(¢) in diesem Frequenzband.
Neben den Bandpassrdumen Wj werden die Tiefpassraume V. definiert. Diese umfassen den Frequenzbe-
reich [0, 27k . F’] und werden von den so genannten Skalierungsfunktionen

Om.i(t) = 272, (2_k(t - m2kT)>
— 97k/2, (2*’% . mT)
aufgespannt, die ebenfalls eine orthogonale Basis bilden. Die Anordnung der Funktionenraume Vj, und Wy,
ist in Abb. 1 wiedergegeben.

Die Funktionenrdume V}, und W, sollen zueinander orthogonal sein V;, 1. W},. Dies fihrt zur Biorthogona-
litatsbedingung fur Wavelets und Skalierungsfunktionen gleicher Skalierung:

Aus V.1 = Vi, U W}, folgt, dass die Basisfunktionen von Vj_1 in die Basisfunktionen von V;. und W} ent-
wickelt werden kdnnen:

Pk (t Z gre (2l — m)py e (t Z 98P (20 — M)y g1 (t)

l=—00 l=—c0
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Abbildung 1: Dyadisch skalierte Fenster und Funktionenraume

Spater werden die Koeffizienten grp (1) bzw. ggp(m) als Impulsantworten eines zeitdiskreten Tief- bzw. Band-
passfilters interpretiert.
Umgekehrt folgen aus Vi1 € Vi, bzw. Wi € V} die Reihenentwicklungen

141 (t Z hrp(m — 20) ¢ 1 (1)
o
Yre+1(t) = Z hep(m — 20) @, k(1)

Auch htp(l) bzw. hgp(m) werden spater als Impulsantworten eines Tief- bzw. Bandpassfilters interpretiert.
Enthalt das untersuchte Signal z(¢) nur im Frequenzbereich [0,F] relevante Signalanteile, kann gefolgert
werden, dass die Projektion in den Funktionenraum V; das Signal ausreichend genau approximiert:

wo(t) = Proj {z(t)} = Z (m)gmo(t) € Vo 4)
Vo m=—00
Aufgrund der Anordnung der Funktionenraume gilt:
o
Vo= J W,
k=1

daher kann x(t) auch mithilfe der Bandpasssignale vy (¢) ausgedriickt werden:

= () = Z Z e (1) thm 1 (t)
k=1

k=1m=—o0



2.2.2 Signalanalyse

Bei der Signalanalyse werden im ersten Schritt die Koeffizienten c¢o(m) der Reihenentwicklung des Signals
z(t) in die Basisfunktionen des Tiefpassraumes Vj berechnet (siehe Gl. (4)). Da eine orthogonale Basis

vorliegt, gilt:
co(m) = (a(0) pmo(®), = [ alt) - (¢ mT) e ©

Aus diesen Koeffizienten kdnnen iterativ die Koeffizienten cx(m) der Tiefpasssignale x(¢) (Approximationen)
und die Koeffizienten dj(m) der Hochpasssignale yy(t) (Details) berechnet werden:

o0

ce(l) = ep(2D) % gre(2) = Y cx(m)gre(2l —m)
dip1(1) = cr(20) * gep(21) = Y cx(m)gep(2l —m)

Dies entspricht einer Filterung und einem anschlieenden Downsampling um den Faktor 2. Die Struktur der
so entstehenden Multiraten-Filterbank zur Signalanalyse ist in Abb. 2 wiedergegeben.

P ng(m) 4’2‘ > dl(l)

—» gsp(l) %2¢ > d(i)

b gre(m) B2y Blgre(l) B2y Bgre(i) B2y c3())
co(m) c1(l) ca(i)

Abbildung 2: Multiraten-Filterbank zur Signalanalyse

2.2.3 Signalsynthese

Um aus den Filterkoeffizienten wieder das Signal zu synthetisieren, werden die Koeffizienten iterativ cj(m)
berechnet:

er(m) = (cusa(m) g hrom) ) + (disam) g () )

= Z cka1(l) - hrp(m — 21) + Z dy41(1) - hep(m — 21)

l=—0 l=—

Dies entspricht einem Upsampling um den Faktor 2 (durch Einfliigen von Nullen) mit anschlieRender Filterung.
Abb. 3 zeigt die so entstehende Filterbank.
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Abbildung 3: Multiraten-Filterbank zur Signalsynthese

Mit Hilfe der Koeffizienten cy(m) kann schlieBlich das Signal z((¢) dargestellt werden:

o0

wo(t) = Y co(m)pmo(t)

m=—0o0

Das hier beschriebene Verfahren wird auch als Fast Wavelet Transformation (FWT) bezeichnet.

2.2.4 Praktische Anwendung der Multiraten-Filterbank

In der Regel werden in der praktischen Anwendung der Mulitraten-Filterbank nicht die Wavelets vorgegeben,
sondern die Koeffizienten eines Filters, die je nach Anwendungsfall so gewahlt werden kénnen, dass sie
gewtnschte Eigenschaften erfiullen. Aufgrund der Beziehungen

hre(m) = grp(—m) hep(m) = (=1)" - hp(1 —m)

gep(—m) gep(m) = (=1)" - grp(1 —m)

genigt die Vorgabe eines einzigen Filters, um die Ubrigen zu berechnen. Aus den Filterkoeffizienten lassen
sich grundsatzlich auch die Verlaufe der Skalierungsfunktionen und Wavelets herleiten, allerdings sind diese
fur die Anwendung nur von untergeordneter Bedeutung.
Des Weiteren liegen in der Praxis haufig bereits abgetastete Signale vor, so dass die Berechnung der Ko-
effizientenfolge c¢o(m) nicht wie in Gleichung (5) erfolgen kann. Hier hilft folgende Uberlegung weiter: Der
Koeffizient co(m) entsteht durch den Vergleich des Signals z(¢) mit der Skalierungsfunktion ¢, o(t). Der Ko-
effizient ist also ein MaR fur die Signalenergie von z(t) im Frequenzband 0 < f < F' und im Zeitbereich um
t = mT. Wird z. B. das Haar-Wavelet verwendet (d. h. ein Rechteckimpuls als Skalierungsfunktion), entspricht
das Innenprodukt gerade dem zeitlichen Mittel der Funktion z(t) im Zeitintervall (m — 1)T <t < (m + )T
Bei anderen Wavelets handelt es sich um einen gewichteten Durchschnitt. Die Innenproduktbildung kann so-
mit als eine Art Zeitdiskretisierung interpretiert werden. Liegt also ein Signal in abgetasteter Form vor, werden
haufig die Abtastwerte direkt als Koeffizientenfolge c¢o(m) verwendet.

2.2.5 Datenkompression

Das beschriebene Verfahren kann zur Datenkompression verwendet werden. So kénnen z. B. Waveletkoef-
fizienten, deren Wert unterhalb einer definierten Schwelle (Threshold) liegen, zu Null gesetzt werden. Die



Signalrekonstruktion ist dann verlustbehaftet. Die Wavelet-Transformation wird beispielsweise zur Fingerab-
druckspeicherung oder im Bildformat JPEG2000 eingesetzt.

Beispiel 1 (Analyse eines EKG-Signals)

Abb. 4 zeigt als Beispiel die Analyse eines EKG-Signals mit Hilfe von Haar-Wavelets. Es ist gut erkennbar, wie
das Signal in jedem Schritt in eine niederfrequente Approximation (links) und hochfrequente Details (rechts)
aufgespalten wird. Die Aufldsung wird in jedem Schritt um die Halfte reduziert. Jedes Subsignal setzt sich aus
verschobenen Haar-Wavelets einer festen Skalierung zusammen.
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Abbildung 4. Wavelet-Analyse eines EKG-Signals



Aufgabe 1: Eigenschaften der Wavelet-Transformation

In Gl. (1) (Abschnitt 1.1) wird die Wavelet-Transformation als Zeit-Frequenz-Darstellung gegeben. Untersu-
chen Sie fir diese Darstellung die Eigenschaften

a) Translationsinvarianz und

b) Affininvarianz.

Aufgabe 2: Wavelet-Transformation einer Exponentialfunktion

a) Bestimmen Sie die Wavelet-Transformierte des Signals z(t) = exp (— at?) mithilfe des Gabor-
Wavelets
By\i 1 :
P(t) = (;) " exp < - §Bt2) exp (327rf0t) .

b) Kann das Signal z(t) aus der Wavelet-Transformierten mithilfe des Gabor-Wavelets rekonstruiert wer-
den?

Aufgabe 3: Multiraten-Filterbank

Das treppenférmige Signal

7
zo(t) =Y _ co(m)(o(t —mT) — o(t — (m +1)T))

mit

soll mithilfe einer Multiraten-Filterbank in seine Approximationen und Details zerlegt werden. Die Filterkoeffi-
zienten sind vorgegeben:

1 1

gre(=1) = 7 gsp(=1) = G
1 1

gTP(O) = +\/§ ng(O) = +\/§

Das zugehorige Wavelet ist definiert als

1
V() =19 -1 fm%gtﬁl
0 sonst

und die Skalierungsfunktion als

1 faro<t<1
o(t) =

0 sonst.



a)

b)

c)

Zerlegen Sie das Signal x((t) mithilfe der Multiraten-Filterbank in die Approximationskoeffizienten
¢, (m) und die Detailkoeffizienten di(m), k = 1,2, 3.

Berechnen und zeichnen Sie die Projektionen des Signals x((¢) auf die Funktionenrdume Vj und W,
(k=1,2,3):

ax(t) = Proj {zo(t) } yi(t) = Proj {zo(t)}
Vi Wi

Rekonstruieren Sie das Signal z((t) zeichnerisch durch Addition von y; (t), y2(t), y3(t) und z3(t).
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